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核心问题

• 给定在 [0,1]上的均匀分布随机数

• 目标：满足某种所需分布的随机数列。

• 离散情形：𝜉 ∈ 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 , 𝑝𝑖 = 𝑝 𝜉 = 𝑥𝑖

且σ𝑖 𝑝𝑖 = 1

• 连续情形：𝑝(𝑥)。



离散情形：例子

• 周二早上九点半选择做什么事情，有若干种可能。1. 来
上课，概率为𝑝1 = 0.35; 2.去锻炼，概率为𝑝2 = 0.1; 3.
洗衣服，概率𝑝3 = 0.05;  4.睡觉，概率𝑝4 = 0.25; 5.
玩游戏，概率为𝑝5 = 0.25. 

• 如何用概率算法决定应该做什么？

• 首先需产生满足此分布的随机数。

• 直接的方法：舍选法。



离散情形：舍选法

• 1. 随机生成从1到5的整数k（方法后面给出）。

• 2.产生(0,1)内的随机数𝜉

• 3. 如果𝜉 < 𝑝𝑘,则输出k，也即做第k件事。

• 4. 否则回到第1步往下执行，直到生成某件事的标号为止。



离散情形：抽样效率

• 抽样效率：产生有效的随机变量的概率

1 2 3 4 5

𝑝1

1

抽中的概率为：阴影面积除以
总面积，

故抽样效率为 σ𝑖
𝑝𝑖

5
= ⟨𝑝𝑖⟩



离散情形：优化算法

• 1. 找到概率最高的事，记其概率为𝑝𝑚𝑎𝑥

• 2. 随机生成从1到5的整数k（方法后面给出）。

• 2.产生(0, 𝑝𝑚𝑎𝑥)内的随机数𝜉

• 3. 如果𝜉 < 𝑝𝑘,则输出k，也即做第k件事。

• 4. 否则回到第1步往下执行，直到生成某件事的标号为止。



离散情形：抽样效率提高

• 抽样效率：产生有效的随机变量的概率

1 2 3 4 5

𝑝1

1

抽中的概率为：阴影面积除以
总面积，
故抽样效率为

σ𝑖
𝑝𝑖

5𝑝𝑚𝑎𝑥
=

𝑝𝑖

𝑝𝑚𝑎𝑥
> ⟨𝑝𝑖⟩



离散情形：塔式抽样

• 产生(0,1)之间的随机数𝜉。
• 设置分布概率𝑃 = 0;
• 设置循环变量𝑖, 𝑖从1到N，其中N为

总事件数目;
• 计算𝑃 = 𝑃 + 𝑝𝑖;
• 若𝜉 < 𝑃,则返回i, 否则重复循环。

𝑝1

𝑝2

𝑝3

𝑝4

𝑝5

𝑃1 = 𝑝1

𝑃2 = 𝑝1 + 𝑝2

𝑃3 = 𝑝1 +
𝑝2 + 𝑝3

𝑃4 = 𝑝1 + 𝑝2

+𝑝3 + 𝑝4

𝑃5 = 𝑝1 + 𝑝2

+𝑝3 + 𝑝4 + 𝑝5

注：实际上，可以事先求好节点分布概率P, 从而算法中只
需搜索𝜉在哪个区间即可。可用二分法加速搜索。事件顺
序不重要，只需有编号（可数）即可。
这种塔式抽样在连续情形下即为反函数法。



连续情形：反函数法

• 变量及概率
𝑘, 𝑝𝑘 → 𝑥, 𝑝 𝑥

• 分布概率

           𝑃𝑘 = 𝑃𝑘−1 + 𝑝𝑘  →  𝑃 𝑥 = ∞−׬

𝑥
𝑑𝑦 𝑝(𝑦)   

• 判断条件（可将连续函数无限分割以离散化）
            𝑃𝑘−1 < 𝜉 < 𝑃𝑘   →  𝑃 𝑥 < 𝜉 < 𝑃 𝑥 + 𝑑𝑥  
                                                 或者，当dx足够小时，𝑃 𝑥 = 𝜉
• 也即𝑥 = 𝑃−1(𝜉)



例子1
• 产生满足如下概率密度分布的随机变量
                 𝑓 𝑥 = 𝜆 𝑒−𝜆 𝑥 , 𝑥 > 0 , 𝜆 > 0;
                 𝑓 𝑥 = 0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒.

• 首先求分布函数 𝐹 𝑥 = ∞−׬

𝑥
𝑑𝑡 𝜆𝑒−𝜆 𝑡 = 1 − 𝑒−𝜆𝑥 , 𝑥 > 0 

• 反解：𝐹−1 𝑦 = −
1

𝜆
ln(1 − 𝑦)

• 方法：若y为（0,1）的随机数，则所需的随机变量为

         𝑥 = −
1

𝜆
ln(1 − 𝑦)

• 注1：由于1-y也在（0,1）区间，所以上式可改为

             𝑥 = −
1

𝜆
ln(𝑦)

• 注2：对于y，应加语句排除左右端点。



反函数法：样本变换

• 反函数法的实质是积分与采样的统一性
• 上述函数变化可认为是两种不同的样本之间的变化：
        一种是所需样本，一种是（0,1）之间均匀分布的样本。            
• 一般原则

0׬                 

1
𝑑𝜉 

积分变换
 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ׬𝑎

𝑏
𝑑𝑥 𝑝(𝑥)

 (𝜉: 0,1 均匀分布 
样本变换

 (𝑥: 𝑝 𝑥 )

                    



示例

• 重看例子1

                𝑑𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑑𝑥 𝑒−𝜆𝑥

• 从而有
               𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑒−𝜆𝑥 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡′ 
• 看边界 0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡′ 
                      1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡′  注：也可换边界1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡′， 0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡′

• 从而有 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = −𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡′ = −1

         故 𝑥 = −
1

𝜆
ln(1 − 𝑦)      



反函数法推广：变换抽样

• 为保证收敛性，直接反函数抽样不一定是最合适的；若
分布密度比较复杂，直接抽样也会比较困难

• 变换抽样的思路：
                     𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = 𝜙 𝑦 𝑑𝑦 = 𝜙 𝑦  ℎ′ 𝑥 𝑑𝑥

• 其中：𝑦 = ℎ(𝑥),  𝑝 𝑥 = 𝜙 ℎ 𝑥 ℎ′(𝑥)

• 也即满足𝑝(𝑥)的随机变量x，可用满足𝜙(𝑦)的随机变量y
来抽样，在获得y后，𝑥 = ℎ−1(𝑥)

             



示例

• 产生满足如下概率密度分布的随机变量

                𝑓 𝑥 =
1

2
3𝑒−2𝑥 + 1 𝑒−𝑥 , 𝑥 > 0;

                 𝑓 𝑥 = 0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

• 取𝑦 = ℎ 𝑥 = 𝑒−𝑥;  𝜙 𝑦 =
1

2
(3𝑦2 + 1)

     
• 我们有 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝜙 𝑦 𝑑𝑦

• 从而我们只需产生满足𝜙 𝑦 =
1

2
(3𝑦2 + 1)分布的随机变

量y即可，而𝑥 = − ln 𝑦



与反函数法的关联

• 若𝜙 𝑦 为 0,1 内的均匀分布，则变换抽样退化为反函数
法。

• 实际上，在变换抽样中，按照𝜙(𝑦)分布的随机变量原则
上也可以由（0,1)内的均匀分布获得

• 一般的变换抽样: (0,1)内的均匀分布按照𝜙 𝑦 产生y，y按
照h(x)产生x。

• 反函数法: (0,1)内的均匀分布直接按照h(x)产生x。



二维推广
• 若需要产生满足联合概率密度f(x,y)的随机变量x与y
• 若满足g(u,v)的随机变量(u,v)容易产生
• 且我们可找到如下变换
           𝑢 = ℎ1 𝑥, 𝑦 , 𝑣 = ℎ2(𝑥, 𝑦)
      使得 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑔 𝑢, 𝑣  𝐽,
      其中J为上述变换的雅可比行列式

𝐽 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

• 则我们可生成满足g(u,v)的u与v，利用ℎ1与ℎ1的逆生成x与y即可
• 本质仍为样本变换。



示例：正态分布的产生

• 可用极限近似法，利用中心极限定理
• 生成N个(0,1)区间均匀分布的随机数，
• 单个随机数的均值为1/2, 方差为 1/12
• 考察N个随机数的均值

          𝜉 =
1

𝑁
σ𝑖 𝜉𝑖

• 则如下变量近似服从正态分布
𝜉−

1

2

1/ 12𝑁

• 注：此法产生的随机数有范围限制。



代码及效果
function [x] = mynorm1(Nt,N1)
%MYNORM 此处显示有关此函数的摘
要
% 此处显示详细说明

temp=rand(N1,Nt);
x=(sum(temp)/N1-0.5)/(12^(-0.5) * 
N1^(-0.5));

end



示例：变换抽样法

• 考虑如下变换

    𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =
1

2𝜋
 𝑒−

𝑥2+𝑦2

2 𝑑𝑥𝑑𝑦 =
1

2𝜋
 𝑒−

𝑟2

2 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜙

=
1

4𝜋
 𝑒−

𝑟2

2 𝑑𝑟2𝑑𝜙 =
1

4𝜋
 𝑒−

𝑢
2𝑑𝑢𝑑𝜙

• 我们只需产生在𝑢 ∈ 0, +∞  与𝑣 ∈ (0,2𝜋)内满足
1

4𝜋
 𝑒−

𝑢

2分布的随机数即可

• 做法如下：产生(0,1)内的两个随机数𝜉1, 𝜉2

• 取 𝜙 = 2𝜋𝜉1, 𝑢 = −2 ln 𝜉2

• 则𝑥 = 𝑢 cos 𝜙 , 𝑦 = 𝑢 sin 𝜙 即为满足正态分布的两个随机变量。



示例：去除三角函数

• 做法如下：产生(0,1)内的两个随机数𝜉1, 𝜉2

• 计算𝑤 = 2𝜉1 − 1 2 + 2𝜉2 − 1 2 
• 记𝑎 = 2𝜉1 − 1, 𝑏 = 2𝜉2 − 1,则a,b在(-1,1)上均匀分布

• 因为𝑑𝑎𝑑𝑏 = 𝑟𝑑𝑟 𝑑𝜙 =
1

2
𝑑𝑤𝑑𝜙, 考虑单位圆内的w，其在(0,1)上

均匀分布

• 若w<1, 取 𝑥 = −
2 ln 𝑤

𝑤
𝑎, 𝑦 = −

2 ln 𝑤

𝑤
𝑏

        即为满足正态分布的两个随机变量。



连续情形：舍选法
• 变量及概率 𝑘, 𝑝𝑘 → 𝑥, 𝑝 𝑥

• 找到𝑝𝑘的最大值𝑝𝑚𝑎𝑥 变为找到𝑝 𝑥 最大值𝑝0 = 𝐿     
• k的取值范围为N， x的取值范围为(a,b) 
• 在取值范围内产生随机整数k变为在取值范围内产生随机

数x
• 产生(0, 𝑝𝑚𝑎𝑥)内的随机数𝜉变为产生(0, 𝐿)内的随机数𝜉
• 判断条件（可将连续函数无限分割以离散化）
              𝜉 < 𝑝𝑘    →  𝜉 < 𝑝(𝑥) 
• 若满足判断条件，则x即为抽样值



抽样效率

• 抽样效率：产生有效的随机变量的概率

a b

L

𝐸 =
𝑎׬

𝑏
𝑑𝑥 𝑝(𝑥)

𝐿(𝑏 − 𝑎)
=

1

𝐿(𝑏 − 𝑎)
从这里可看出，定出p(x)的最大值这一步
不是必须的。实际上任何p(x)的上界都可
以。定出最大值的目的只是为了提高效率。



例子

• 产生满足如下分布的随机变量
𝑓 𝑥 = 2𝑥, 𝑥 ∈ (0,1);

                                                        𝑓 𝑥 = 0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
• 反函数法：𝑥 = 𝜉1/2

• 舍选法：产生(0,1)内均匀分布的两个随机变量𝜉1, 𝜉2

• 则2𝜉1在(0,2)上均匀分布
• 判断：2𝜉1 < 𝑓 𝜉2 = 2𝜉2,也即 𝜉1 < 𝜉2

• 若满足， 𝜉2即为抽样值，若不满足，则重新产生随机数进行判断。
• 优化：实际上， 𝜉1, 𝜉2并无区别，将前者作为待定抽样值也没问题，故在

𝜉1 < 𝜉2时只需将𝜉1返回作为抽样值即可，这可以保证每次试探均有可选
值。



推广

• 产生满足如下分布的随机变量
𝑓 𝑥 = 𝑛𝑥𝑛−1, 𝑥 ∈ 0,1  (𝑛 ≥ 1);

                                                        𝑓 𝑥 = 0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
• 产生n个满足(0,1)内均匀分布的随机数
              𝜉1, 𝜉2, ⋯ , 𝜉𝑛

• 取𝜉 = max 𝜉1, 𝜉2, ⋯ , 𝜉𝑛

• 𝜉即为所需抽样值
• 计算𝜉 = 𝑥的概率：则在n个随机数中，1个为x,其余比x小
                 𝑝 𝜉 = 𝑥 = 𝐶𝑛

1 𝑥𝑛−1 = 𝑛𝑥𝑛−1



第二类舍选法
• 需要原概率密度函数可分解
          𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 ℎ(𝑥)
• 其中，满足ℎ(𝑥)分布的随机变量容易抽样获得。
• 假设𝑔 𝑥 最大值为L，则可用如下舍选法：
• 1. 产生[0,1]中的两个随机变量𝜉1, 𝜉2。
• 2. 利用𝜉1按照反函数法获得满足ℎ(𝑥)分布的随机变量𝜂
• 3. 判断𝐿𝜉2 < 𝑔(𝜂)
• 4. 若满足，则𝜂即为所需抽样。
• 注，也可如课本中将L提出，本质是一样的。



原理：条件概率
• 𝜂满足的概率如下：
 选中𝜂需：按照ℎ(𝜂)的概率先选出𝜂,然后需通过判定条件
• 根据条件概率
            𝑝 𝜂 ∝ ℎ 𝜂 𝑔(𝜂)
• 由归一化可定出前置常数L



例子：正态分布
• 产生满足标准正态分布的随机变量

𝑓 𝑥 =
1

2𝜋
𝑒−

𝑥2

2 ;

• 利用偶函数的性质，将x限制为正，此时𝑓 𝑥 → 2𝑓 𝑥
• 选ℎ 𝑥 = 𝑒−𝑥

• 则 𝑔 𝑥 =
2

2𝜋
𝑒−

𝑥2

2
+𝑥 =

2𝑒

𝜋
𝑒−

(𝑥−1)2

2

• 产生(0,1)上的两个随机变量𝜉1, 𝜉2

• 按照ℎ 𝑥 产生中间随机变量：𝜂 = − ln 𝜉1

• 判断：𝜉2 < 𝑒−
(𝜂−1)2

2

• 若不满足，则重新产生随机数进行判断。
• 若满足，再产生一个(0,1)上的随机变量𝜉3

• 若𝜉3 > 0.5,则𝜂为抽样值，否则−𝜂为抽样值



第三类舍选法
• 需要原概率密度函数可分解

          𝑓 𝑥 = 𝐿 ∞−׬

ℎ(𝑥)
𝑑𝑦 𝑔(𝑥, 𝑦)

1

𝐿
= ∞−׬

+∞
𝑑𝑥 ∞−׬

ℎ(𝑥)
𝑑𝑦 𝑔(𝑥, 𝑦)

• 其中，𝑔(𝑥, 𝑦)需要是一个合理的联合概率密度函数。
• 方法：1. 根据𝑔(𝑥, 𝑦)产生随机向量 𝜉1, 𝜉2  
                   2. 判断𝜉2 < ℎ 𝜉1

                   3. 若满足，则𝜉1即为所需抽样值。
    抽样效率为1/L
   若𝑔 𝑥, 𝑦 = ℎ 𝑥  𝑡 𝑦 ，且𝑡 𝑦 = 1,则退回第二类舍选法。



例子
• 产生各向同性方位角余弦的抽样：
• 方法1：可产生(0,2𝜋)的均匀分布的角度，然后求余弦。
• 若不想求余弦，则可用舍选法。此余弦的概率密度为

                         𝑓 𝑥 =
1

𝜋

1

1−𝑥2
, 𝑥 < 1

• 产生(0,1)内的两个随机数𝜉1, 𝜉2,并计算

              𝑥 =
𝜉1

2−𝜉2
2

𝜉1
2+𝜉2

2 ,  𝑦 = 𝜉1
2 + 𝜉2

2

• 反解得：𝜉1 =
1

2
𝑦(1 + 𝑥), 𝜉2 =

1

2
𝑦(1 − 𝑥)

• 获得：𝑔 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝜉1, 𝜉2 𝐽 =
1

4

1

1−𝑥2
, x < 1, 0 < y < 2

• 从而：𝑓 𝑥 =
4

𝜋
∞−׬

1
𝑔 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦,   𝐿 =

4

𝜋
, ℎ 𝑥 = 1.

• 𝑥为余弦，正弦为
2𝜉1𝜉2

𝜉1
2+𝜉2

2 .

• 这里正弦一直是正的，若想获得负的需做修改。实际上，前面的课程已给出正方内接
圆的方法。



复合抽样法
• 所需分布密度函数与另一变量有关：

             𝑓 𝑥 = ∞−׬

+∞
𝑔 𝑥 𝑦  ℎ 𝑦 𝑑𝑦

• 首先按照ℎ 𝑦 产生随机变量y0（舍选法，反函数法）
• 当y0已产生，按照𝑔 𝑥 𝑦0  产生随机变量x
• 原理为条件概率。



加分布抽样
• 所需分布密度函数可写为：
             𝑓 𝑥 = σ𝑖 𝑝𝑖𝑔𝑖(𝑥)
• 这对应之前的一般性方法中ℎ(𝑦)取离散值的情况。
• 物理中的对应：哈密顿量的本征值为𝜖𝑛,本征态为𝜓𝑛(𝑥)
当我们已知处于某个本征态的概率𝑝𝑖（比如费米分布），

则系统处于某种混合态。此时，在某个位置x处的概率密度
为
                𝑝 𝑥 = σ𝑖 𝑝𝑖 𝜓𝑖 𝑥 2



方法
• 下标取n的概率为𝑝𝑛

• 故可用塔式抽样法首先确定随机变量n的值
• 当n的值定好之后，按照概率密度𝑔𝑛(𝑥)产生随机变量x即

可

• 在实际应用中需注意，每个𝑔𝑛 𝑥 最好是归一化的。虽然
前面很多方法里不需要概率密度整体归一，但对于几个
分布的和，如果有某个不归一，可能会影响应对大小，
从而出现系统误差。



例子

球壳均匀分布的抽样。对于在内径为𝑅0外径为𝑅1的球壳内均匀分布的点，
其半径为r的概率密度为

𝑓 𝑟 =
3𝑟2

𝑅1
3 − 𝑅0

3 , 𝑅0 < 𝑟 < 𝑅1;

• 如何产生r的抽样值？
• 可直接用反函数法：产生(0,1)内均匀分布的随机数𝜉，

则𝑥 = 𝑅1
3 − 𝑅0

3 𝜉 + 𝑅0
3

1/3

• 也可用舍选法：产生两个(0,1)内的随机数𝜉1, 𝜉2

• 计算𝜂 = 𝑅1 − 𝑅0 𝜉1 + 𝑅0 

• 判断𝜉2 <
𝜂2

𝑅1
2 , 若满足，则𝜂为所需抽样值。



加分布方法

• 做变换 𝑟 = 𝑅1 − 𝑅0 𝑥 + 𝑅0,则𝑥在（0,1）内取值。
• 定义𝜆 = 𝑅1

2 + 𝑅1𝑅0 + 𝑅0
2

• 则 𝑓 𝑟 =
𝑅1−𝑅0

2

𝑅1
3−𝑅0

3  3𝑥2 +
3𝑅0(𝑅1−𝑅0)

𝑅1
3−𝑅0

3  2𝑥 +
3𝑅0

2

𝑅1
3−𝑅0

3 

• 而由此可得，x的分布为

                        𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑟 𝐽 =
𝑅1−𝑅0

2

𝜆
 3𝑥2 +

3𝑅0(𝑅1−𝑅0)

𝜆
 2𝑥 +

3𝑅0
2

𝜆

• 只需对三种简单分布抽样即可，对应方法前面已讲过。



算法步骤

• 1. 产生四个在(0,1)上均匀分布的随机数𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4。

• 2. （塔式分布确认n值）若𝜉1 <
3𝑅0

2

𝜆
,则𝜂 = 𝜉2 

和此概率对应的是均匀分布

• 3.否则，若𝜉1 <
3𝑅0𝑅1

𝜆
,则𝜂 = max 𝜉2, 𝜉3

         （和此概率对应的概率分布是2𝑥）
• 4.否则， 𝜂 = max 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4

            （和此概率对应的概率分布是3𝑥2）
• 所需的抽样值为 𝑟 = 𝑅1 − 𝑅0 𝜂 + 𝑅0

                 



减分布抽样
• 所需分布密度函数可写为：
             𝑓 𝑥 = 𝐴1𝑔1 𝑥 − 𝐴2𝑔2(𝑥)
• 严格来讲这个不可用前面的一般理论解释，因为概率需要为正。
• 物理中的对应：有些玻色子满足的运动方程为
             𝐽𝑖𝜕𝑡𝜓 = 𝐻𝜓
     其中J和H都为厄米矩阵，但二者不需对易。一个有代表性的例子为𝐽 = 𝜎𝑧

     此时的本征值问题为 𝜔𝜓 = 𝐽−1𝐻𝜓 ,需要考虑奇异值分解。
假设哈密顿量的一个本征态为𝜓 𝑥 = 𝜓1 𝑥 , 𝜓2 𝑥

则系统处于此态时，在某个位置x处的概率密度为
                𝑝 𝑥 = 𝜓1 𝑥 2 − 𝜓2 𝑥 2



方法
• 核心是消掉“负概率”
• 首先获得𝑔2(𝑥)/𝑔1(𝑥)的下届，记为m。注意，这里不需要是最

高下届。

• 则0 < 𝑓 𝑥 = 𝑔1 𝑥 𝐴1 −
𝐴2𝑔2

𝑔1
≤ 𝑔1(𝑥)(𝐴1 − 𝐴2𝑚)

• 𝐴1 − 𝐴2𝑚 > 0必须成立，并且
𝑓 𝑥

𝐴1−𝐴2𝑚 𝑔1
≤ 1

• 故我们可定义𝑓 𝑥 = 𝐴1 − 𝐴2𝑚 𝑔1 𝑥 ℎ1 𝑥

      并获得 ℎ1 𝑥 =
𝐴1

𝐴1−𝐴2𝑚
1 −

𝐴2𝑔2

𝐴1𝑔1
，按照第二类舍选法抽样即可，

   抽样效率为
1

𝐴1−𝐴2𝑚



方法补充
• 也可提取𝑔2(𝑥)

0 < 𝑓 𝑥 = 𝑔2 𝑥
𝐴1𝑔1

𝑔2
− 𝐴2 ≤ 𝑔2 𝑥

𝐴1

𝑚
− 𝐴2

• 故
𝑚𝑓 𝑥

𝐴1−𝐴2𝑚 𝑔2
≤ 1

• 我们可定义𝑓 𝑥 =
𝐴1−𝐴2𝑚

𝑚
𝑔2 𝑥 ℎ2 𝑥

      并获得 ℎ2 𝑥 =
𝐴2𝑚

𝐴1−𝐴2𝑚

𝐴1𝑔1

𝐴2𝑔2
− 1 ，按照第二类舍选法抽样即可，

   抽样效率为
𝑚

𝐴1−𝐴2𝑚

   需比较此法与上法那个抽样效率高，采取效率高的方法。



例子
随机变量x满足的概率密度为

𝑓 𝑥 =
3

4
𝑥2 −

3

4
, 1 < 𝑟 < 2;

• 如何产生x的抽样值？

• 因为𝑔1 𝑥 =
3

7
𝑥2, 𝑔2 𝑥 = 1,故

7

12
≤

𝑔2

𝑔1
≤

7

3
我们有𝑚 =

7

12
< 1,故应采取第一种方法

, 𝐴1 =
7

4
, 𝐴2 =

3

4
,

        𝐴1 − 𝐴2𝑚 =
21

16
, ℎ1 𝑥 =

𝐴1

𝐴1−𝐴2𝑚
1 −

𝐴2𝑔2

𝐴1𝑔1
=

4

3
1 −

1

𝑥2

• 采用第二类舍选法：产生两个(0,1)内的随机数𝜉1, 𝜉2

• 按照𝑔1 𝑥 产生x的抽样:𝑥 = 7𝜉1 + 1 1/3

• 判断𝜉2 < ℎ1(𝑥), 若满足，则x为所需抽样值。



乘加分布抽样

• 加分布问题： 𝑓 𝑥 = σ𝑖 𝑝𝑖𝑔𝑖(𝑥)
• 乘加分布问题：𝑓 𝑥 = 𝐻1 𝑥 𝑔1 𝑥 + 𝐻2 𝑥 𝑔2(𝑥)  每项的函数不归一。

• 可将其化为加分布：找到𝑝1, 𝑝2满足

𝑝1 = 𝑎׬

𝑏
𝐻1 𝑥 𝑔1 𝑥 𝑑𝑥 ,  𝑝2 = 𝑎׬

𝑏
𝐻2 𝑥 𝑔2 𝑥 𝑑𝑥

                        
• 则
                   𝑓 𝑥 = 𝐻1 𝑥 𝑔1 𝑥 + 𝐻2 𝑥 𝑔2 𝑥 = 𝑝1ℎ1 𝑥 + 𝑝2ℎ2(𝑥)

        其中 𝑎׬

𝑏
ℎ1 𝑥 𝑑𝑥 = 1 , 𝑎׬

𝑏
ℎ2 𝑥 𝑑𝑥 = 1



乘减分布抽样

• 乘减分布问题：𝑓 𝑥 = 𝐻1 𝑥 𝑔1 𝑥 − 𝐻2 𝑥 𝑔2(𝑥)  每项的函数不一定归一。

• 原理仍是减分布：

            𝑚 = min
𝐻2𝑔2

𝐻1𝑔1
         𝑀 = max 𝐻1

0 < 𝑓 𝑥 = 𝐻1 𝑥 𝑔1 𝑥 1 − 𝑚 ≤ 𝑀𝑔1(𝑥)(𝐴1 − 𝐴2𝑚)
                        
• 则

                   𝑓 𝑥 = 𝑀 1 − 𝑚 ℎ1 𝑥 𝑔1 𝑥 ,  ℎ1 𝑥 =
1

𝑀(1−𝑚)
𝐻1 −

𝐻2𝑔2

𝑔1

        注：1. 按照第二类舍选法进行抽样，需要两个函数里有一个可以用直接法（反函数法）
获得
                 2. 也可以利用𝐻2的上届来做。



基于直方图（频数图）的抽样

• 问题：我们有某一随机变量的实验值，希望从理论上对此变量的一些性质做预测。则
我们需要用代码来模拟满足此分布的随机变量。

• 如果随机变量本身取值是离散的，这就是塔式抽样。

• 否则，若此变量本身是连续的，但受实验次数限制无法连续化，而是以直方图的方式
表达，则可利用塔式抽样进行简化。

                        
• 方法1：计算出塔式分布的节点对应的分布函数的值，设第i个节点的值为𝐹𝑖，则我们

可沿用塔式抽样的方法，判断𝐹𝑖 < 𝑥 < 𝐹𝑖+1，则和i对应的取值即为抽样值。
• 方法2：因为随机变量本身应该连续，当直方图对应的取值区间足够小时，我们可以

做线性插值：𝑥𝑖
′ = 𝑥𝑖 +

𝜉−𝐹(𝑥𝑖)

𝐹 𝑥𝑖+1 −𝐹 𝑥𝑖
 (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)，以𝑥𝑖

′而不是𝑥𝑖作为抽样值。这是近似

求解反函数的方法。



多维随机向量抽样

• 问题：希望获得随机向量(𝜂1, 𝜂2, ⋯ , 𝜂𝑛), 使其分布满足联合概率密度函数
𝑓(𝜂1, 𝜂2, ⋯ , 𝜂𝑛)

• 多维积分中的常见问题.多粒子统计问题也可遇到。

• 舍选法：假设向量在某个有限区间上取值，也即
         𝜂1 ∈ 𝑎1, 𝑏1 , 𝜂2 ∈ 𝑎2, 𝑏2 , ⋯ , 𝜂𝑛 ∈ [𝑎𝑛, 𝑏𝑛]
         且𝐿 = max 𝑓(𝜂1, 𝜂2, ⋯ , 𝜂𝑛) < +∞
        则我们可生成[0,1]上的n+1个随机数𝜉1, 𝜉2, ⋯ , 𝜉𝑛, 𝜉𝑛+1

        若 𝐿𝜉𝑛+1 < 𝑓( 𝑏1 − 𝑎1 𝜉1 + 𝑎1, 𝑏2 − 𝑎2 𝜉2 + 𝑎2, ⋯ , 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 𝜉𝑛 + 𝑎1) 
        则𝜂𝑖 = 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 𝜉𝑖 + 𝑎𝑖是一组可取抽样值。

       这种方法抽样效率过低（
1

𝐿 𝑏1−𝑎1 ⋯(𝑏𝑛−𝑎𝑛)
）。



条件密度法

• 以二维问题为例。
• 需考察条件概率
             𝑓 𝜂2 𝜂1 = 𝑓(𝜂1, 𝜂2)/𝑓(𝜂1)

                   𝑓 𝜂1 = ∞−׬

+∞
𝑑𝜂2 𝑓(𝜂1, 𝜂2)

• 则
               𝑓 𝜂1, 𝜂2 = 𝑓 𝜂1 𝑓(𝜂2|𝜂1)

• 方法：按照𝑓 𝜂1 抽取𝜂1，当有𝜂1之后，按照𝑓(𝜂2|𝜂1)抽取𝜂2



推广

• n维情况
               𝑓 𝜂1, 𝜂2, ⋯ , 𝜂𝑛 = 𝑓 𝜂1 𝑓 𝜂2 𝜂1 𝑓 𝜂3 𝜂1, 𝜂2 ⋯ 𝑓(𝜂𝑛|𝜂1, 𝜂2, ⋯ , 𝜂𝑛−1)

              𝑓 𝜂1 = 𝑎׬

𝑏
𝑑𝜂2 ⋯ 𝑑𝜂𝑛 𝑓 𝜂1, 𝜂2, ⋯ , 𝜂𝑛

            𝑓 𝜂2 𝜂1 =
𝑎׬

𝑏
𝑑𝜂3⋯𝑑𝜂𝑛 𝑓 𝜂1,𝜂2,⋯,𝜂𝑛

𝑓 𝜂1

            𝑓 𝜂3 𝜂1, 𝜂2 =
𝑎׬

𝑏
𝑑𝜂4⋯𝑑𝜂𝑛 𝑓 𝜂1,𝜂2,⋯,𝜂𝑛

𝑓 𝜂1 𝑓 𝜂2 𝜂1

• 方法：按照𝑓 𝜂1 抽取𝜂1，当有𝜂1之后，按照𝑓(𝜂2|𝜂1)抽取𝜂2, 以此类推。



例子（1）

角度𝜃, 𝜙满足联合概率密度  

   𝑓 𝜃, 𝜙 =
1

𝛼
1 + 3𝑠𝑖𝑛𝜙𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜙 sin2 𝜃 ,

𝜋

2
> 𝜙 ≥ 0,

𝜋

2
> 𝜃 ≥ 0; 𝛼 =

3+2 3

12
𝜋

• 如何抽样产生𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝜙与 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝜃？
• 首先写出x与y的分布密度函数，

𝑔 𝑥, 𝑦 =
𝑓 𝜃,𝜙

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙
=

1

𝛼
1 + 3 1 − 𝑥2 1 − 𝑦2 1 − 𝑦2

• 从而有 𝑔 𝑥 = ׬ 𝑑𝑦 𝑔 𝑥, 𝑦 = ׬ 𝑑𝜃
𝑓 𝜃,𝜙

𝑠𝑖𝑛𝜙
=

1

𝛼

𝜋

4
+

2 3

3
1 − 𝑥2

                                = 𝑝1 + 𝑝2 ∗
4

𝜋
1 − 𝑥2

               𝑝1 =
3

3+2 3
 ,  𝑝2 =

2 3

3+2 3
  ,  𝑝1 + 𝑝2 = 1



例子（2）

• 𝑔 𝑦 𝑥 = 𝑔(𝑥, 𝑦)/𝑔(𝑥)

                     = 𝑝3 ∗
4

𝜋
1 − 𝑦2 + 𝑝4 ∗

3

2
1 − 𝑥2  

              𝑝3 =
𝜋/4

𝜋

4
+

2 3

3
1−𝑥2

,  𝑝4 =
2 3(1−𝑥2)/3

𝜋

4
+

2 3

3
1−𝑥2

     ,𝑝3 + 𝑝4 = 1.

• 从而𝑔 𝑥  与𝑔(𝑦|𝑥)都可用复合分布的抽样方法来抽样



算法（1）：对x抽样

• （1）产生(0,1)上的随机数𝜉1; 
• （2）（用塔式抽样确定第几项）若𝜉1 < 𝑝1, 则产生(0,1)上的随机数𝜉2,

 𝑥 = 𝜉2;
• （3）否则，产生（0,1）上的随机数𝜉2 与𝜉3；
• （4）若𝜉2

2 + 𝜉3
2 < 1,则𝑥 = 𝜉2，否则返回第（3）步执行。

• 注：这里用到了第二项中函数的最大值为4/𝜋,并选用了舍选法对其进行
抽样。



算法（2）：对y抽样

• （1）产生(0,1)上的随机数𝜉4; 
• （2）（用塔式抽样确定第几项）若𝜉4 < 𝑝3, 则产生(0,1)上的随机数𝜉5与

𝜉6, 
• （3）若𝜉5

2 + 𝜉6
2 < 1,则𝑦 = 𝜉5，否则返回第（2）步执行。

• （4）若第（2）步中的判断不成立，则产生(0,1)上的随机数𝜉5与𝜉6

• （5）若𝜉5
2 + 𝜉6 < 1则𝑦 = 𝜉5，否则返回第（4）步执行。

• 注：这里对第二项的抽样仍然用的舍选法，但也可以采用反函数法，这
时需要解三次方程。



多维正态分布随机向量

• 若随机向量(𝜂1, 𝜂2, ⋯ , 𝜂𝑛)满足标准正态分布，也即

          𝑓 𝜂1, 𝜂2, ⋯ , 𝜂𝑛 =
1

2𝜋
𝑒−

𝜂1
2

2 ∗
1

2𝜋
𝑒−

𝜂2
2

2 ∗ ⋯ ∗
1

2𝜋
𝑒−

𝜂𝑛
2

2

• 我们可对每个分量按照产生一维正态分布的方法独立生成（由于此算法是直接产生两
个满足正态分布的变量，我们也可以一对一对的生成）

• 但若随机向量满足的正态分布不是标准形式：

            𝑓 = 2𝜋 −𝑛/2 ∗ 𝑀 −1/2 ∗ 𝑒−
1

2
𝜼−𝝁 𝑇𝑀−1(𝜼−𝝁 )

       其中，𝝁 = ⟨𝜼⟩是期望值，M是正定且对称的协方差矩阵
             𝑀𝑖𝑗 = 𝜂𝑖 − 𝜇𝑖 𝜂𝑗 − 𝜇𝑗 = 𝑀𝑗𝑖

• 如何对𝜼进行抽样？



矩阵分解

• 对于正定且对称的矩阵，可做如下分解
            𝑀 = 𝐴𝐴𝑇   其中A为下三角矩阵。
             则det 𝑀 = det 𝐴𝐴𝑇 = det 𝐴 2 

• 若我们做如下变换𝜼 = 𝝁 + 𝐴𝝃 则𝝃满足标准正态分布。
• 证明：雅可比部分显然消掉了 𝑀 −1/2，而𝝁消掉了中心值，对于协方差阵，我们有

        𝐴𝑇 ∗ 𝑀−1 ∗ 𝐴 = 𝐴𝑇 ∗ 𝐴−1 𝑇
∗ 𝐴−1 ∗ 𝐴 = 𝐼

• 也可如下分解:用正交矩阵将𝑀对角化，𝑀 = 𝐴𝐷𝐴𝑇，其中D为对角矩阵。则我们定义

         𝑆 = 𝐴 𝐷,从而𝑀 = 𝑆𝑆𝑇。注意此时𝑆不一定是上三角或者下三角的。
• 我们仍有det 𝑀 = det 𝑆𝑆𝑇 = det 𝑆 2

• 若我们做如下变换𝜼 = 𝝁 + 𝑺𝝃 则𝝃满足标准正态分布。
• 证明完全同上。
          



作业（9月24号）

1. 正方体色子，每面有一个不同的数字，分别为1到6。
用舍选法和塔式抽样给出掷色子的结果这一随机变量的
抽样。请写出算法步骤。



作业（9月29号）
1. 随机变量x满足如下概率密度分布

        𝑓 𝑥 =
Γ

𝜋

1

𝑥2+Γ2

请用舍选法和反函数法对x进行抽样。要求：（1）写出
算法步骤；（2）编写相应程序；（3）按照程序运行，
并获得1000个抽样值，将抽样值的频数以直方图形式画
出(matlab中可用histogram命令；只需给出直方图即可，
不用附数据）。
2.（附加）黑体辐射是量子物理的起源问题之一。请完
成教材第二章第10题的证明（只需做证明部分），从中
了解黑体辐射中的频率抽样原理。
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