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核心问题

• 给定在 [0,1]上的均匀分布随机数

• 目标：满足某种所需分布的随机数列。

• 离散情形：𝜉 ∈ 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 , 𝑝𝑖 = 𝑝 𝜉 = 𝑥𝑖

且σ𝑖 𝑝𝑖 = 1

• 连续情形：𝑝(𝑥)。



离散情形：例子

• 周二早上九点半选择做什么事情，有若干种可能。1. 来
上课，概率为𝑝1 = 0.35; 2.去锻炼，概率为𝑝2 = 0.1; 3.
洗衣服，概率𝑝3 = 0.05;  4.睡觉，概率𝑝4 = 0.25; 5.
玩游戏，概率为𝑝5 = 0.25. 

• 如何用概率算法决定应该做什么？

• 首先需产生满足此分布的随机数。

• 直接的方法：舍选法。



离散情形：舍选法

• 1. 随机生成从1到5的整数k（方法后面给出）。

• 2.产生(0,1)内的随机数𝜉

• 3. 如果𝜉 < 𝑝𝑘,则输出k，也即做第k件事。

• 4. 否则回到第1步往下执行，直到生成某件事的标号为止。



离散情形：抽样效率

• 抽样效率：产生有效的随机变量的概率

1 2 3 4 5

𝑝1

1

抽中的概率为：阴影面积除以
总面积，

故抽样效率为 σ𝑖
𝑝𝑖

5
= ⟨𝑝𝑖⟩



离散情形：优化算法

• 1. 找到概率最高的事，记其概率为𝑝𝑚𝑎𝑥

• 2. 随机生成从1到5的整数k（方法后面给出）。

• 2.产生(0, 𝑝𝑚𝑎𝑥)内的随机数𝜉

• 3. 如果𝜉 < 𝑝𝑘,则输出k，也即做第k件事。

• 4. 否则回到第1步往下执行，直到生成某件事的标号为止。



离散情形：抽样效率提高

• 抽样效率：产生有效的随机变量的概率

1 2 3 4 5

𝑝1

1

抽中的概率为：阴影面积除以
总面积，
故抽样效率为

σ𝑖
𝑝𝑖

5𝑝𝑚𝑎𝑥
=

𝑝𝑖

𝑝𝑚𝑎𝑥
> ⟨𝑝𝑖⟩



离散情形：塔式抽样

• 产生(0,1)之间的随机数𝜉。
• 设置分布概率𝑃 = 0;
• 设置循环变量𝑖, 𝑖从1到N，其中N为

总事件数目;
• 计算𝑃 = 𝑃 + 𝑝𝑖;
• 若𝜉 < 𝑃,则返回i, 否则重复循环。

𝑝1

𝑝2

𝑝3

𝑝4

𝑝5

𝑃1 = 𝑝1

𝑃2 = 𝑝1 + 𝑝2

𝑃3 = 𝑝1 +
𝑝2 + 𝑝3

𝑃4 = 𝑝1 + 𝑝2

+𝑝3 + 𝑝4

𝑃5 = 𝑝1 + 𝑝2

+𝑝3 + 𝑝4 + 𝑝5

注：实际上，可以事先求好节点分布概率P, 从而算法中只
需搜索𝜉在哪个区间即可。可用二分法加速搜索。事件顺
序不重要，只需有编号（可数）即可。
这种塔式抽样在连续情形下即为反函数法。



连续情形：反函数法

• 变量及概率
𝑘, 𝑝𝑘 → 𝑥, 𝑝 𝑥

• 分布概率

           𝑃𝑘 = 𝑃𝑘−1 + 𝑝𝑘  →  𝑃 𝑥 = ∞−

𝑥
𝑑𝑦 𝑝(𝑦)   

• 判断条件（可将连续函数无限分割以离散化）
            𝑃𝑘−1 < 𝜉 < 𝑃𝑘   →  𝑃 𝑥 < 𝜉 < 𝑃 𝑥 + 𝑑𝑥  
                                                 或者，当dx足够小时，𝑃 𝑥 = 𝜉
• 也即𝑥 = 𝑃−1(𝜉)



例子1
• 产生满足如下概率密度分布的随机变量
                 𝑓 𝑥 = 𝜆 𝑒−𝜆 𝑥 , 𝑥 > 0 , 𝜆 > 0;
                 𝑓 𝑥 = 0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒.

• 首先求分布函数 𝐹 𝑥 = ∞−

𝑥
𝑑𝑡 𝜆𝑒−𝜆 𝑡 = 1 − 𝑒−𝜆𝑥 , 𝑥 > 0 

• 反解：𝐹−1 𝑦 = −
1

𝜆
ln(1 − 𝑦)

• 方法：若y为（0,1）的随机数，则所需的随机变量为

         𝑥 = −
1

𝜆
ln(1 − 𝑦)

• 注1：由于1-y也在（0,1）区间，所以上式可改为

             𝑥 = −
1

𝜆
ln(𝑦)

• 注2：对于y，应加语句排除左右端点。



反函数法：样本变换

• 反函数法的实质是积分与采样的统一性
• 上述函数变化可认为是两种不同的样本之间的变化：
        一种是所需样本，一种是（0,1）之间均匀分布的样本。            
• 一般原则

0                 

1
𝑑𝜉 

积分变换
 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑎

𝑏
𝑑𝑥 𝑝(𝑥)

 (𝜉: 0,1 均匀分布 
样本变换

 (𝑥: 𝑝 𝑥 )

                    



示例

• 重看例子1

                𝑑𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑑𝑥 𝑒−𝜆𝑥

• 从而有
               𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑒−𝜆𝑥 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡′ 
• 看边界 0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡′ 
                      1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡′  注：也可换边界1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡′， 0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡′

• 从而有 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = −𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡′ = −1

         故 𝑥 = −
1

𝜆
ln(1 − 𝑦)      



反函数法推广：变换抽样

• 为保证收敛性，直接反函数抽样不一定是最合适的；若
分布密度比较复杂，直接抽样也会比较困难

• 变换抽样的思路：
                     𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = 𝜙 𝑦 𝑑𝑦 = 𝜙 𝑦  ℎ′ 𝑥 𝑑𝑥

• 其中：𝑦 = ℎ(𝑥),  𝑝 𝑥 = 𝜙 ℎ 𝑥 ℎ′(𝑥)

• 也即满足𝑝(𝑥)的随机变量x，可用满足𝜙(𝑦)的随机变量y
来抽样，在获得y后，𝑥 = ℎ−1(𝑥)

             



示例

• 产生满足如下概率密度分布的随机变量

                𝑓 𝑥 =
1

2
3𝑒−2𝑥 + 1 𝑒−𝑥 , 𝑥 > 0;

                 𝑓 𝑥 = 0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

• 取𝑦 = ℎ 𝑥 = 𝑒−𝑥;  𝜙 𝑦 =
1

2
(3𝑦2 + 1)

     
• 我们有 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝜙 𝑦 𝑑𝑦

• 从而我们只需产生满足𝜙 𝑦 =
1

2
(3𝑦2 + 1)分布的随机变

量y即可，而𝑥 = − ln 𝑦



与反函数法的关联

• 若𝜙 𝑦 为 0,1 内的均匀分布，则变换抽样退化为反函数
法。

• 实际上，在变换抽样中，按照𝜙(𝑦)分布的随机变量原则
上也可以由（0,1)内的均匀分布获得

• 一般的变换抽样: (0,1)内的均匀分布按照𝜙 𝑦 产生y，y按
照h(x)产生x。

• 反函数法: (0,1)内的均匀分布直接按照h(x)产生x。



作业（9月24号）

1. 正方体色子，每面有一个不同的数字，分别为1到6。
用舍选法和塔式抽样给出掷色子的结果这一随机变量的
抽样。请写出算法步骤。
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