
课程基本信息
• 考核：作业（40%-46%）+期末（60%）

• 作业完成时间：1周；晚交一周减当次作业20%分数；晚交超过两周，减当次作业60%分数；期
末考试之后不可补交。会有少数附加作业题（每题3分，只做两道即可），小幅提高平时成绩。

• 参考答案公布：2周。

• 期末：闭卷，可携带一张A4“作弊”纸。

• 请加课程微信群。课件以及课程的一些相关信息会在微信群发布。

• 答疑时间待定。

• 课程内容“重拿轻放”原则，与教材（实际是参考书）不完全重合，超出课程内容的不要求，
     考核与课程平均难度保持一致。

• 学习思路：重原理重应用，轻记忆。

• 代码语言：推荐Matlab。Python也可以。为了让我们都不痛苦，避免基础语言，比如C++



课程群



聊聊计算与物理

计算物理b

高阳



物理为什么需要计算？

⚫ 单体问题：解析无法提供精确解
                例子：紧束缚电子的能带

⚫ 单体问题：解析无法提供全貌
                例子：电导随磁序角度的依赖

⚫ 多体问题：体系过大，位型指数增长
                例子：二维伊辛模型的基态



计算为什么需要物理？

⚫ 为计算方法提供图像
               
⚫ 例1 退火算法搜索最小值：降温至能量最低态
                
⚫ 例2 有限元方法：变分原理



计算物理示例：晶格中的电子

⚫ 晶格：原子的周期性排列
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计算物理问题示例：能量动量关系

⚫ 能量满足

               ෡𝐻𝜓 𝑘𝑥, 𝑘𝑦 = 𝐸 𝑘𝑥, 𝑘𝑦 𝜓 𝑘𝑥, 𝑘𝑦

෡𝐻 =
Δ 𝑡1𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝑡2𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑡3𝑒𝑖𝑘𝑦 + 𝑡4𝑒−𝑖𝑘𝑦

𝑡1𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑡2𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝑡3𝑒−𝑖𝑘𝑦 + 𝑡4𝑒𝑖𝑘𝑦 −Δ

⚫ 哈密顿量

⚫ 二能带可以解析，多能带需用数值对角化



计算物理问题示例：电导率

⚫ 分布函数：𝑓0 =
1

1+𝑒

𝐸 𝑘𝑥,𝑘𝑦 −𝜇

𝑘𝐵𝑇

 

⚫ 电导率

⚫ 速度：𝑣𝑖 =
𝜕𝐸 𝑘𝑥,𝑘𝑦

𝜕𝑘𝑖

𝜎𝑖𝑗 = න
𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦

4𝜋2

𝑑𝑓0

𝑑𝐸
 𝑣𝑖  𝑣𝑗

⚫ 在动量空间离散化，计算能谱，计算电导率
⚫ 改变参数可获得电导率随参量变化



计算物理问题示例：伊辛模型

⚫ 模型
      二维点阵，每个点上有自旋，自旋可向上或向下

⚫ 哈密顿量：෡𝐻 = σ 𝑖𝑗 𝐽𝑆𝑖𝑆𝑗

⚫ 若有N个自旋，则构型有2𝑁个，考虑到整体为偶
函数，也有2𝑁−1个，数目增长过快



内容与思路

⚫ 固定算法套路：蒙特卡洛算法，有限差分方法，
有限元法，分子动力学法，Mathematica介绍，
机器学习（待定），并行计算（待定）

               
⚫ 以应用为核心，熟知基本原理
                



管控计算
⚫ 算法的物理体现：
               正确性：1. 确保算法理论上给出正确结果
                                 2. 从理论上找到方法判定算法正确性

⚫ 算法本身的合理性：
             收敛性
             时间代价
             空间代价

⚫ 程序员不想抓狂：模块化
                



正确性示例1：delta函数 I

⚫ 数学特征：𝑓 = 𝛿(𝑥), 𝑥 = 0, 𝑓 = ∞; 𝑥 ≠ 0, 𝑓 = 0.
⚫ 应用举例：跃迁概率

             𝜌𝑖𝑓 = σ𝑖𝑓 𝑇𝑖𝑓
2

𝛿(𝜀𝑖 − 𝜀𝑓 − ℏ𝜔) 

⚫ 对于 𝜖𝑖 = ℏ2 𝑘𝑥
2+𝑘𝑦

2

2𝑚𝑖
, 𝜖𝑓 = ℏ2 𝑘𝑥

2+𝑘𝑦
2

2𝑚𝑓
,能量守恒关联的是动

量空间的一条闭合曲线，数值求和需计算delta函数
⚫ 方法：利用delta函数的特征来近似处理
                



正确性示例1：delta函数 II

⚫ 数学特征：𝑓 = 𝛿(𝑥), 𝑥 = 0, 𝑓 = ∞; 𝑥 ≠ 0, 𝑓 = 0.

⚫ 设计1： 𝑓 ≈
1

𝑥2 ? 也满足基本征，甚至是偶函数

⚫ 不满足 ∞−׬

+∞
𝑓 𝑑𝑥 = 1

⚫ 方法1： 𝑓 = −
1

𝜋
𝐼𝑚

1

𝑥+𝑖𝜖
    𝜖 为小量。

⚫ 方法2：𝑓 =
1

2𝜋𝜎
 𝑒

−
𝑥2

2𝜎2   𝜎为小量

⚫ 方法3：𝑔 =
1

1+exp
𝑥

𝜆

 , 𝑓 = −
𝑑𝑔

𝑑𝑥
,    𝜆 为小量

             𝑥 = 𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔𝑦, 𝜆 = 𝑘𝐵𝑇时为费米分布！   

这是物质对光吸收的响应函数里的固定因子



正确性示例2：物理上判断正确性的常用办法
                                            --- 对称性
⚫ 计算反常霍尔电流
                            𝐽𝑥 = 𝜎𝑥𝑦𝐸𝑦     𝜎𝑥𝑦 ∝ ׬ 𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦𝑑𝑘𝑧Ω𝑧

⚫ 对称性要求
             𝑀𝑥: 𝐽𝑥 → −𝐽𝑥, 𝐸𝑦 → 𝐸𝑦, 𝑀𝑦: 𝐽𝑥 → 𝐽𝑥, 𝐸𝑦 → −𝐸𝑦

                𝜎𝑥𝑦需破坏镜面对称性！
            同理：𝜎𝑥𝑧需破坏𝑀𝑥和𝑀z, 𝜎𝑦𝑧需破坏𝑀𝑦和𝑀z

⚫ 对于破坏𝑀𝑥和𝑀z对称性的材料，为了计算𝜎𝑥𝑦，
     可同时计算𝜎𝑥𝑧与𝜎𝑦𝑧，如果后面二者不为0，则代码有
问题。
                



合理性示例1：收敛性
⚫ 回到delta函数的算法

                             𝑓 = −
1

𝜋
𝐼𝑚

1

𝑥+𝑖𝜖

⚫ 经常的应用场景是 ׬ 𝑔 𝑥 𝛿 𝑥 𝑑𝑥 ≈ ׬ 𝑔 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

⚫ 考虑最简单情况 𝑔 𝑥 = 1−׬ 1

+1
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 预期值为1

⚫ 特例 ： 𝜖 = 0.1, (−1,1)分成200份：0.9365
                     𝜖 = 0.05, (−1,1)分成200份：0.9682
                      𝜖 = 0.01, (−1,1)分成200份：0.9974
                      𝜖 = 0.001, (−1,1)分成200份：3.2865 ???

不收敛！！



合理性示例1：画出被积函数

𝜖 = 0.001, (−1,1)分成200份

变量分划是“显微镜”，
显微程度需能匹配被积函数变化特征



合理性示例1：重新收敛
⚫ 𝜖 = 0.001, −1,1 分成4000份, 0.9994



合理性示例2：时间成本
⚫ Delta函数的例子： 
                 𝜖 = 0.01, −1,1 分成200份, 0.9974
                 𝜖 = 0.001, (−1,1)分成4000份，0.9994
               时间成本高太多了
⚫ 可参考计算方法书里关于时间成本的分析。       
⚫ 物理中最漂亮的算法之一：第一性原理计算（DFT）

⚫ 应找到时间成本与收敛性的平衡，这也是蒙特卡洛算
法的重要意义之一

                



合理性示例3：空间（内存）成本
⚫ 内存读取速率快，硬盘读取速率慢
⚫ 常用内存空间：8G=8 × 109 Byte
             这代表什么？ 以32位计算机为例：整数4个字节，
             双精度浮点数8个字节，长浮点16字节。
          理论可存储：整数2 × 109,浮点数 109

                                    长浮点5 × 108

⚫ 长浮点对应的复数矩阵大小：15811*15811
⚫ 如果做并行，50核，每核 107，
       对应复矩阵：2236*2236，对于转角系统能轻松占用完
                



合理性示例3：错误示例

⚫ 对于三维张量：
        𝑜𝑖𝑗𝑘𝑙的大小：34 = 81 ;  𝑆的大小：9

⚫ 张量变换：
        𝑜𝑖𝑗𝑘𝑙 = σ𝑎𝑏𝑐𝑑 𝑆𝑖𝑎𝑆𝑗𝑏𝑆𝑘𝑐𝑆𝑙𝑑 𝑜𝑎𝑏𝑐𝑑

⚫ 如果采取直乘与缩并（mathematica内置程序）：
        直乘这一步𝑆𝑖𝑎𝑆𝑗𝑏𝑆𝑘𝑐𝑆𝑙𝑑 𝑜𝑎𝑏𝑐𝑑会产生一个12阶张量，
           大小为 312 = 531441,会极大的增加内存消耗。
同时，高阶矩阵的寻址和求和亦十分低效。
⚫ 正确做法：写求和代码或者用现有求和代码，保持
             低阶矩阵运算。



轻松性示例：模块化

主程序

分程序11 分程序12 分程序13

分程序21 分程序22

。。。。。。

非常利于调试与扩充



算法设计/学习原理
⚫ 理解问题基本需求
               
⚫ 基于数学或物理理论给出方案
             
⚫ 列出算法步骤

⚫ 编写程序

⚫ 提出测试思路，并测试优化程序

⚫ 结合算法的原理检查是否有无法处理的特例，提出解决方案并测试优
化

                



我也创算法：点在内与点在外

基本问题：考虑二维平面上的简单闭合曲线
（同构于单位圆），给定某个点之后，判断点
与线的相对关系（曲线内还是外）。

(-2,e)

(0.1,0.4)



我也创算法：动机

𝑥2 + 𝑦2 > 1
𝑥2 + 𝑦2 < 1

物理实例：画等能线 𝜖 = cos 𝑘𝑥 + cos 𝑘𝑦

                          ෡𝐻 𝑘  𝜓𝑘 = 𝜖𝑘 𝜓𝑘

                判断最值点在等能线里还是外
最一般的情形：可给出曲线上的一套点集

𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ,  𝑖 = 1,2, … , 𝑁
判断另一点在曲线内或外

假如知道曲线点集，
这个如何判断？



我也创算法：基于绕数的算法构思

𝑓: 𝑆1 → 𝑆1 𝑛 =
1

2𝜋
න

𝑐

𝑑𝜃



我也创算法：构思细节

𝑛 =
1

2𝜋
න

𝑐

𝑑𝜃

𝒓𝒊

𝒓𝒊+𝟏

𝚫𝜽𝒊

sin Δ𝜃𝑖 =
𝒓𝒊 × 𝒓𝒊+𝟏 𝒛

𝒓𝒊 ∗ |𝒓𝒊+𝟏|
当点足够近的时候，Δ𝜃𝑖 ≈ sin Δ𝜃𝑖



我也创算法：算法步骤
                    （写作形式是考核要求）

⚫ 生成单位圆上的点集序列：𝜙𝑖 =
2𝜋

𝑁
∗ 𝑖, 𝑖 = 0,1, … , 𝑁 

                   𝑥𝑖 = cos 𝜙𝑖 , 𝑦𝑖 = sin 𝜙𝑖 （注意：此方法保证了点集顺序排列）
             

⚫ 计算相邻点与被测点所夹的角度 Δ𝜃𝑖 =
𝒓𝒊×𝒓𝒊+𝟏 𝒛

𝒓𝒊 ∗|𝒓𝒊+𝟏|

                                      

⚫ 计算绕数 𝑛 =
1

2𝜋
 σ𝑖=0

𝑁−1 Δ𝜃𝑖

⚫ 判断内外 𝑛 = 0  点在外，𝑛 = ±1 点在内。                



我也创算法：细节考量 1

⚫ 对相等的判定
            𝑛 = 0 𝑛 = ±1 
       计算机由于存储方法的设定，很多时候无法准确判断绝对的相等
          此时应改为不等式
            𝑥 = 𝑥0  ⇒  𝑥 − 𝑥0 < 𝜖 ,  𝜖为一个小量，比如0.001
       对于我们的算法，可改为

𝑛 < 0.001,  𝑛 + 1 < 0.001, 𝑛 − 1 < 0.001



我也创算法：细节考量 2

⚫ 如何提高角度计算的精度？

⚫ 可以用逆函数 Δ𝜃𝑖 = sin−1 𝜆
⚫ 逆函数计算代价相对于加减乘除等基本运算会慢很多

⚫ 利用泰勒展开：sin 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

6
= 𝜆

⚫ 利用微扰法获得更准确的角度 Δ𝜃 = 𝜆 + 𝛿𝜆

                                  𝛿𝜆 −
1

6
𝜆3 + 3𝜆2𝛿𝜆 + 3𝜆𝛿𝜆2 + 𝛿𝜆3 = 0

                                  ⇒  𝛿𝜆 =
𝜆3

6−3𝜆2 ≈
𝜆3

6

sin Δ𝜃𝑖 =
𝒓𝒊 × 𝒓𝒊+𝟏 𝒛

𝒓𝒊 ∗ |𝒓𝒊+𝟏|
= 𝜆

当点足够近的时候，Δ𝜃𝑖 ≈ sin Δ𝜃𝑖



我也创算法：算法更改

⚫ 生成单位圆上的点集序列：𝜙𝑖 =
2𝜋

𝑁
∗ 𝑖, 𝑖 = 0,1, … , 𝑁 

                   𝑥𝑖 = cos 𝜙𝑖 , 𝑦𝑖 = sin 𝜙𝑖 

⚫ 计算相邻点与被测点所夹的角度 𝜆 =
𝒓𝒊×𝒓𝒊+𝟏 𝒛

𝒓𝒊 ∗|𝒓𝒊+𝟏|
     Δ𝜃𝑖 = 𝜆 +

𝜆3

6
 

                                      

⚫ 计算绕数 𝑛 =
1

2𝜋
 σ𝑖=0

𝑁−1 Δ𝜃𝑖

⚫ 判断内外 𝑛 = 0  点在外，𝑛 = ±1 点在内。                



我也创算法：细节考量 3

⚫ 点的顺序排列非常重要
           

1=41

2

10

11
12

20

21

30
31

40

𝚫𝜽𝒊 > 𝟎
𝚫𝜽𝒊 < 𝟎

10 到11， 20到21，
30到31,    40 到41会有跳变

对应跳变值为：
𝜋

2
, −𝜋, −𝜋,

𝜋

2

正负角度抵消，
跳变值留下，
对应角度积分为 𝜋，绕数不再是整数



我也创算法：细节考量 4

⚫ 算法对于正好在球上的点不适用

会错误判定为点在圆外



我也创算法：如何辨别？

⚫ 辨别思路：5到6的转角会过大
⚫ 计算完整三角函数：

         sin Δ𝜃𝑖 =
𝒓𝒊×𝒓𝒊+𝟏 𝒛

𝒓𝒊 ∗|𝒓𝒊+𝟏|

        cos Δ𝜃𝑖 =
𝒓𝒊

𝟐+𝒓𝒊+𝟏
𝟐 − 𝒓𝒊+𝒓𝒊+𝟏

2 

2 𝒓𝒊 ∗|𝒓𝒊+𝟏|

   如果cos Δ𝜃𝑖 接近-1，则在圆上
1=12

2

4
3

5

6

11

87
9

10



我也创算法：算法更改

⚫ 生成单位圆上的点集序列：𝜙𝑖 =
2𝜋

𝑁
∗ 𝑖, 𝑖 = 0,1, … , 𝑁 

                   𝑥𝑖 = cos 𝜙𝑖 , 𝑦𝑖 = sin 𝜙𝑖 

⚫ 计算相邻点与被测点所夹的角度 𝜆 =
𝒓𝒊×𝒓𝒊+𝟏 𝒛

𝒓𝒊 ∗|𝒓𝒊+𝟏|
     Δ𝜃𝑖 = 𝜆 +

𝜆3

6
 

                 𝜇 =
𝒓𝒊

𝟐+𝒓𝒊+𝟏
𝟐 − 𝒓𝒊+𝒓𝒊+𝟏

2 

2 𝒓𝒊 ∗|𝒓𝒊+𝟏|

⚫ 如果 𝜇 < −1 + 0.1，点在圆上。

⚫ 计算绕数 𝑛 =
1

2𝜋
 σ𝑖=0

𝑁−1 Δ𝜃𝑖

⚫ 判断内外 𝑛 = 0  点在外，𝑛 = ±1 点在内。                



我也创算法：细节考量 5

⚫ 对于点在圆内或者圆外，但足够接近圆，上述算法也会误判。

解决思路，加密！
如果点数加密，结果不变，则保持原判定。



我也创算法：算法更改

⚫ 生成单位圆上的点集序列：𝜙𝑖 =
2𝜋

𝑁
∗ 𝑖, 𝑖 = 0,1, … , 𝑁 

                   𝑥𝑖 = cos 𝜙𝑖 , 𝑦𝑖 = sin 𝜙𝑖 

⚫ 计算相邻点与被测点所夹的角度 𝜆 =
𝒓𝒊×𝒓𝒊+𝟏 𝒛

𝒓𝒊 ∗|𝒓𝒊+𝟏|
     Δ𝜃𝑖 = 𝜆 +

𝜆3

6
 

                 𝜇 =
𝒓𝒊

𝟐+𝒓𝒊+𝟏
𝟐 − 𝒓𝒊+𝒓𝒊+𝟏

2 

2 𝒓𝒊 ∗|𝒓𝒊+𝟏|

⚫ 如果 𝜇 < −1 + 0.1，在𝒓𝒊和𝒓𝒊+𝟏中间加入若干点，并重复上述步骤进
行判定，如果仍有𝜇 < −1 + 0.1则点在圆上。

⚫ 计算绕数 𝑛 =
1

2𝜋
 σ𝑖=0

𝑁−1 Δ𝜃𝑖

⚫ 判断内外 𝑛 = 0  点在外，𝑛 = ±1 点在内。                



作业

1. 请将点在圆内和圆外的算法中的角度计算精度提高到
五阶，给出具体角度计算方式，并写出新的算法步骤。

2. （附加）请利用电磁学中的高斯定理，给出判断一个
点在单位球内、球外、球上的算法，写出算法步骤，并
简述原理。（鼓励大家自己写代码验算算法是否正确）
（又附：此问题源自电子的能带结构。在三维布里渊区
里确定好电子等能面与极值点之后如何判定等能面所包
裹是哪个能量极值点。）
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