
几点跟进说明

• 作业比例需做调整30%-34%，期末为70%

• 平时作业需要有写代码的能力

• 期末不考写代码，但会有题目考察算法的实施，会是比较简单可
以手算的情况。

• 期末会需要各位同学可以读代码，matlab或者python的代码。



蒙特卡洛算法：几个游戏

计算物理b

高阳



经典问题：计算𝜋

基本数学常数：𝜋.  此为超越数，所谓超越数是无法
作为代数方程根的数字。如何估算？
级数展开的方法：
基于黎曼𝜁函数：
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结果

项数 1 2 3 4 5 6 1000

方法1 2.449 2.738 2.857 2.922 2.963 2.991 3.1406

方法2 𝜋 + 7.64
∗ 10−8

𝜋 + 4.44
∗ 10−16

𝜋 𝜋 𝜋 𝜋 𝜋

我们当然有好的确定性算法去计算𝜋



历史起源：布冯投针

基本问题：考虑二维平面的一列等距平行线（距离
为ℓ），以及一根长为ℓ的针。将此针随机的投于平
面之上，问：此针与平行线相交的概率为多少？

𝜋与如下概率问题相关  



分析

当夹角为𝛼时，为相交细针中心须在离平行线如下距
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计算思路
• 根据概率学原理（之后会讲），当投针的次数足够多时，我们可
统计针与平行线相交的次数，并用此除以总投针数，此比值应为

概率
2

𝜋

• 我们所需的是用计算机模拟随机投针这样的过程，然后统计与平
行线相交的次数

• 由于每次投针，针的中心应在两跟平行线之间，我们只需在一个
区间投针即可。

• 需要用到随机数生成器，代表即为[0,1]之间的随机数



算法步骤
• 初始化变量：𝑁1 = 0, 𝑁2 = 0; 
• 产生[0,1]之间的随机数𝑥,这作为中心点的坐标。此为步骤0.

• 产生[−
𝜋

2
,

𝜋

2
]之间的随机角度 𝛼

• 计算左端点𝑥1 = 𝑥 −
1

2
∗ cos 𝛼

• 计算右端点𝑥2 = 𝑥 +
1

2
∗ cos 𝛼

• 𝑁2 ← 𝑁2 + 1. 若 𝑥1 < 0 && 𝑥2 > 0 或者 𝑥1 < 1&& 𝑥2 > 1  则
𝑁1 ← 𝑁1 + 1

• 回到步骤0，重复之前步骤，直到重复𝑁 次。

• 根据公式 𝜋 ≈
2

𝑁1
∗ 𝑁2来估算𝜋

             



代码

function res = buffon(N)

x0=rand([1,N]);
ang=rand([1,N])*pi-pi/2;
N1=0;
for i=1:N
x1=x0(i)-0.5*cos(ang(i));
x2=x0(i)+0.5*cos(ang(i));
if x1<0 && x2>0
N1=N1+1;
else if x1<1 && x2>1
N1=N1+1;
end
end
end
res=2/N1*N;

end             



运行结果

• 投针100次： 3.076923，误差 -0.0647

• 投针 10000次：3.1392246, 误差 -0.0024

• 投针1000000次：3.1400822，误差 -0.0015



概率算法的表现

• 不可重复性！（当然，是理论上的）

代码运行次数 估计值

1 3.0722

2 3.0948

3 3.1646

4 3.1360

5 3.0936

6 3.0900

7 3.1128

固定循环次数为4000



算法的问题

• 主要在这一步：产生[−
𝜋

2
,

𝜋

2
]之间的随机角度 𝛼

• 目的是计算pi但算法里需要pi

• 只适合实验，不是合理的算法

• 改进方法见后一个例子。



布冯投针实验的扩展

• 针上每个点与线相交的概率其实相等，考虑无穷大的针即可。
• 此结论对于怪异形状的针亦成立，只需将其连在直针之上。
• 每个点相交的概率可由上述推论简单获得：假定直线距离为2ℓ,
考虑一个圆形针，半径为ℓ,投此针与直线总相交，而且相交次

数总为2,故𝑝 ∗ 2𝜋ℓ = 2 ⇒ 𝑝 =
1

𝜋ℓ
。



布冯投针实验的扩展

• 考虑如下情况：
        （1）半径为ℓ的圆形针
        （2）长度为2𝜋ℓ的直针
• 二者对于间距为2ℓ的平行线而言给出的平均相交次数相同，
      都是2
• 但是二者的分布完全不同。（1）是均匀的，（2）最多可与平
行线相交4次。

• 这是缩减方差的范例之一。



概率算法1：直接抽样法

在正方形中的单位圆，正方形
边长为2.
随机撒点，

点在圆中的概率为
𝜋

4



概率算法1：算法思路
• 设定总撒点次数N.

• 初始化记录数Nh=0.

• 在（-1,1）之间分别获得两个随机数，记为x与y。此步标记为
（3）.

• 若x^2+y^2<1, 𝑁ℎ ← 𝑁ℎ + 1.

• 回到步骤（3）往下重新进行，直到总共执行N次。

• 输出𝜋 = 4 ∗
𝑁ℎ

𝑁



概率算法1：算法引申
• 观测量𝑂(𝑥, 𝑦)，标记在圆内或外，当点落在(𝑥, 𝑦)上，若在圆内
则𝑂 𝑥, 𝑦 = 1；否则𝑂 𝑥, 𝑦 = 0.

• 点有一个确定的概率分布𝑝(𝑥, 𝑦)

• 我们需要观测量的期望值

𝑁ℎ𝑖𝑡
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=

1

𝑁𝑡𝑜𝑡
σ𝑖 𝑂𝑖 ≈ 𝑂 =

1−׬
1

1−׬
1

𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑝 𝑥,𝑦 𝑂(𝑥,𝑦)

1−׬
1

1−׬
1

𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑝 𝑥,𝑦

• 为何分母是需要的？

这个函数是通过随机抽样获得的，
而不是先验给出。这是概率算法与
确定性算法的本质不同。



• 利用上述算法的步骤，当x^2+y^2<1时，这些点(x,y)实际上是单位
圆内均匀分布的。

• 故我们不再需要对角度进行撒点

• 而且因为是在圆内的均匀分布，我们也不需直接计算三角函数。

• 当产生出圆内的随机点(x,y)之后，
𝑥

𝑥2+𝑦2 0.5 即为cos角度的值。

概率算法1：对布冯投针算法的优化



• 初始化变量：𝑁1 = 0, 𝑁2 = 0; 
• 产生[0,1]之间的随机数𝑥,这作为中心点的坐标。此为步骤0.
• 在[0,1]之间分别产生两个随机数x与y，此为步骤1.

• 计算𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2 0.5
;

• 如果𝑟 > 1, 回到步骤1重新执行。

• 计算左端点𝑥1 = 𝑥 −
1

2
∗

𝑥

𝑟

• 计算右端点𝑥2 = 𝑥 +
1

2
∗

𝑥

𝑟

• 𝑁2 ← 𝑁2 + 1. 若 𝑥1 < 0 && 𝑥2 > 0 或者 𝑥1 < 1&& 𝑥2 > 1  则
𝑁1 ← 𝑁1 + 1

• 回到步骤0，重复之前步骤，直到重复𝑁 次。

• 根据公式 𝜋 ≈
2

𝑁1
∗ 𝑁2来估算𝜋

             

优化的布冯投针算法思路



代码与结果

步数 结果

100 3.125

1000 3.2

10000 3.1496

100000 3.1350



概率算法2：随机游走（马尔可夫链抽样）

假如圆的面积过大（圆形球场！）
或者你的力气太小

采取投石（投点）法

在某个点的位置时，前后投的距离
随机分布在 −𝜖, 𝜖 ，并且左右投的
距离也随机分布在 −𝜖, 𝜖 。前后与
左右投是不相关的。此距离比圆和
方形的尺寸要小很多。

投好点之后移动到那个点，然后接着
投点。

这是一个马尔可夫过程，也即下一步
的位置只与当前步相关（虽然当前
步与前一步相关）。



• 从区域内随机某个点出发。

• 按照随机规则往左右投，再往前后投。

• 走到新的位置。如果此位置在圆内则计数器加1.

• 重复N步。

• 用计数器的值除以N，此即为点在圆内的概率。

概率算法2：算法思路



概率算法2：关键问题—边界处理
在靠近边界的地方随机投石，
发现石头新位置出了边界，
怎么办？？？

策略1：走到新位置再投，和
前面一样。

策略2：将此次投点记为无效，
不计入总投点数，然后接着
投，直至不超出边界。

策略3：此投点仍有效，仍记
入总投点数（堆石法），但
位置不变继续投，直至位置
可以变化。

哪个是正确的？？



概率算法2：关键问题—边界处理
在靠近边界的地方随机投石，
发现石头新位置出了边界，
怎么办？？？

策略1：走到新位置再投，和前
面一样。

策略2：将此次投点记为无效，
不计入总投点数，然后接着投，
直至不超出边界。

策略3：此投点仍有效，仍记入
总投点数（堆石法），但位置不
变继续投，直至位置可以变化。

这是Metropolis算法，其本质是
细致平衡条件。



• 初始化循环次数N。初始化投石最大距离𝜖. 初始化计数器𝑁ℎ = 0; 
获得初始位置 𝑥, 𝑦 , 𝑥, 𝑦 = (−1,1)内的两个不相关随机数。

• 左右方向投𝑑𝑥 = −𝜖, 𝜖 内的随机数；前后方向投𝑑𝑦 = −𝜖, 𝜖 内
的随机数.此步即为步骤1.

• 判断新的位置：若 𝑥 + 𝑑𝑥 < 1&& 𝑦 + 𝑑𝑦 < 1,则 𝑥, 𝑦 ← (𝑥 +
𝑑𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑦)。否则跳至步骤1.

• 判断是否在圆内：若𝑥2 + 𝑦2 < 1则Nh ← 𝑁ℎ + 1.跳至步骤1.
• 循环执行N次。
• 用计数器Nh的值除以N，此即为点在圆内的概率。

概率算法2：算法步骤



代码与结果

步数 结果

1000 3.4320

10000 3.0968

100000 3.0903

1000000 3.1336

投石距离为𝜖 = 0.3



概率算法2：步长（投石距离）选择
• 步长不可太大，否则投点很容易出界，没有有效的进圆点。

• 步长不可太小，否则投点会局域在初始点附近，无法在整个区域均匀分布。

步长

误差

N=1000



概率算法2：初始值问题

• 算法里，初始值是在正方形里随机生成的。

• 这种方法和随机游走的内核是不相符的：如果可以在正方形里随机生成，
那用直接抽样法即可，无须随机游走。随机游走应处理不能直接抽样的情
形。

• 策略1：人为定规则选某个初始值，其唯一的目的只是这个点是合理的（在
正方形区域内）

• 策略2：蒙卡算法一般是嵌套进更大的问题中的，我们可以用前面代码给出
的某个位置做初始位点。



随机游走与直接抽样数学内涵相同

• 观测量𝑂(𝑥, 𝑦)，标记在圆内或外，当点落在(𝑥, 𝑦)上，若在圆内
则𝑂 𝑥, 𝑦 = 1；否则𝑂 𝑥, 𝑦 = 0.

• 点有一个确定的概率分布𝑝(𝑥, 𝑦)

• 我们需要观测量的期望值

𝑁ℎ𝑖𝑡

𝑁𝑡𝑜𝑡
=

1

𝑁𝑡𝑜𝑡
σ𝑖 𝑂𝑖 ≈ 𝑂 =

1−׬
1

1−׬
1

𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑝 𝑥,𝑦 𝑂(𝑥,𝑦)

1−׬
1

1−׬
1

𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑝 𝑥,𝑦



概率方法计算𝑒

另一个基本数学常数：𝑒.  超越数.
是否有概率算法进行估算？

如下方法可以：
考虑满足如下条件的最小的n，σ𝑖

𝑛 𝑟𝑖 > 1,其中𝑟𝑖是n
个在[0,1]区间上的随机数，则n的期望值为e



算法思路
1 设定步数N。生成长度为N的数组a，并将其所有
元素初始化为零。

2 设置计数器Sout=1;
3 设置S=0；设置计数器Nh=0;
4 生成[0,1]区间的随机数r1。𝑆 ← 𝑆 + 𝑟1
5 当S<=1时，Nh ← 𝑁ℎ + 1，并回到步骤4继续执
行；否则𝑎 𝑆𝑜𝑢𝑡 ← 𝑁ℎ, Sout ← 𝑆𝑜𝑢𝑡 +
1；Sout > N,则跳出循环进行第6步，否则回到
步骤3继续执行。

6 输出结果:将a数组所有元素加和并除以N。



代码与结果

步数 结果

1000 2.7260

10000 2.7262

100000 2.7163

1000000 2.7187



分布直方图

n

频次
样本总量为100000



作业

1. 请利用软件里的随机数生成代码，设定N=3，按照第
16页的算法思路执行三步，并手动计算出𝜋的值。

2. 请将16页的算法写成代码，并分别设定N=100，
N=1000，N=10000获得𝜋的值。

3. （附加）证明课件中给出的估算e的算法是正确的，也
即证明此方法定义的n的期望值确实是e。
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