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背景
• 目的：计算分子系统的动力学过程

• 相互作用形式：1. 分子内部，也即化学键，较强的相互作用；
                                      2. 分子之间，雷纳德-琼斯等，较弱。

• 分子内的运动模式与作用形式

伸缩（键长变化）

弯曲（键角变化） 扭转（平面角变化）



分子内相互作用
• 伸缩：弹簧势能

              𝑉 =
1

2
𝛼𝑆 ℓ − ℓ0
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• 弯曲：
           𝑉𝑏𝑒𝑛𝑑 = −𝛼𝐵 cos 𝜙 − 𝜙0 + cos 𝜙 + 𝜙0

       −𝜙0与+𝜙0具有等价性，意义在于小角近似

• 扭转：
           𝑉𝑡𝑜𝑟 = −𝛼𝑇 cos 𝜃 − 𝜃0 + cos 𝜃 + 𝜃0  
      正负角同样有等价性



不同自由度的区分
• 特征频率：
           𝜔 ∝ 𝛼
• 系数越大，对应自由度越快
• 通常键长变化最快，角度变化较慢
• MD的时间步长应小于最短的特征时间（最大频率）
• 但有时最快的自由度可忽略：
           （1）若最快的自由度的幅度很小，对物理量影响很小
            （2）不同自由度区分明确，则快-慢自由度的能量交换很慢，
弛豫时间差别很大
         此时，可固定键长，甚至可固定一些键角，最粗略时可作为
整体的刚体来处理。



刚性分子
• 自由度：质心平动（3个），刚体转动（3个，欧拉角）
• 受力：总力决定平动，总力矩决定转动。
• 例子：N2
            ሶ𝑅 = 𝐹𝑡𝑜𝑡

            𝑇 =
𝑑

2
ො𝑛 × (𝐹(1) − 𝐹(2))

             𝐼 ሶ𝜔 = 𝑇

             ሶො𝑛 = 𝜔 × ො𝑛
• Leap-frog算法

             𝑝 𝑡 +
ℎ

2
= 𝑝 𝑡 −

ℎ

2
+ ℎ 𝜔 × 𝜔 × ො𝑛 + 𝑇 ×

ො𝑛

𝐼

             ො𝑛 𝑡 + ℎ = ො𝑛 𝑡 + ℎ𝑝 𝑡 +
ℎ
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• 问题： ො𝑛不一定守恒。



刚性分子II
• 第三欧拉角
           双原子分子的自转没有意义，但一般情况下第三欧拉角仍需
考虑
         （此为上例中关于n的转动）
• 可考虑相关的角动量方程来数值计算

• 但是当其中一个欧拉角为0时，有简并（或奇异）情况

• 可扩充自由度来处理



拉格朗日待定乘子法
• 系统性的考虑约束的效果（如n的模不变）

• 原始拉氏量

              𝐿0 = 0׬

1
𝑑𝑡 σ𝑖

𝑚𝑖 ሶ𝑟𝑖
2

2
−

1

2
σ𝑖𝑗 𝑈 𝑟𝑖 − 𝑟𝑗

• 键长不变的约束
                      𝜎 = 𝑟1 − 𝑟2

2 − 𝑑2 = 0
• 受约束的拉氏量

        𝐿 = 𝐿0 − 0׬

1
𝑑𝑡 𝜆 𝑡 𝑟1 − 𝑟2

2 − 𝑑2

• 运动方程(注意：偏导是在对应粒子的坐标）

            m1 ሷ𝑟1 = − σ𝑗 ∇𝑖𝑈 𝑟𝑖 − 𝑟𝑗 − 2𝜆 𝑡 𝑟1 − 𝑟2

            m2 ሷ𝑟2 = − σ𝑗 ∇𝑖𝑈 𝑟𝑖 − 𝑟𝑗 + 2𝜆 𝑡 𝑟1 − 𝑟2



拉格朗日待定乘子法I
• 三原子分子的约束（CS2）
                      

• 自由度：3平动，2转动（由于共线，自转无意义）
• 若采取距离束缚：9-3=6
• 应改变约束方式：
               𝜎1 = 𝑟𝑆1 − 𝑟𝑆2

2 − 𝑑2 = 0

              𝜎2 =
𝑟𝑆1+𝑟𝑆2

2
− 𝑟𝐶 = 0

• 拉氏量
              𝐿 = 𝐿0 − ׬ 𝑑𝑡 𝜆 𝑡  𝜎1 − ׬ 𝑑𝑡 𝜇 ⋅ 𝜎2



拉格朗日待定乘子法II
• 多原子的一般情形
                      先找出骨架结构，此结构由键长约束给出
                  其它原子的位置由几何结构决定
       例：正三角形分子如何约束？
• 对于CS2：运动方程

           mS ሷ𝑟S1 = 𝐹1 − 2𝜆 𝑡 𝑟𝑆1 − 𝑟𝑆2 −
𝜇

2

            mS ሷ𝑟𝑆2 = 𝐹2 + 2𝜆 𝑡 𝑟𝑆1 − 𝑟𝑆2 −
𝜇

2

           𝑚𝐶  ሶ𝑟𝐶 = 𝐹𝑐 + 𝜇
• 由约束可知

           𝐹𝐶 + 𝜇 =
𝑚𝐶

2𝑚𝑆
𝐹1 + 𝐹2 − 𝜇



拉格朗日待定乘子法III
• 运动方程可化为

           mS ሷ𝑟S1 = 1 −
𝑚𝐶

𝑀
𝐹1 −

𝑚𝐶

𝑀
𝐹2 +

𝑚𝑆

𝑀
𝐹𝐶 − 2𝜆 𝑡 𝑟𝑆1 − 𝑟𝑆2

            mS ሷ𝑟𝑆2 = 1 −
𝑚𝐶

𝑀
𝐹2 −

𝑚𝐶

𝑀
𝐹1 +

𝑚𝑆

𝑀
𝐹𝐶 + 2𝜆 𝑡 𝑟𝑆1 − 𝑟𝑆2

         𝑀 = 2𝑚𝑆 + 𝑚𝐶

         𝑟𝐶由约束方程给出
• 拉格朗日乘子仍需求解：𝜆 𝑡 的约束是二次型而非线性
• 方法：假设在t,t-h这两个时刻已经获得满足约束的位置
• 采用Verlet算法：

         𝑟𝑆1 𝑡 + ℎ = 2𝑟𝑆1 𝑡 − 𝑟𝑆1 𝑡 − ℎ + ℎ2 1 −
𝑚𝐶

𝑀
𝐹1 𝑡 −

ℎ2𝑚𝑐

𝑀
𝐹2

                     +ℎ2 𝑚𝑆

𝑀
𝐹𝐶 − 2ℎ2𝜆(𝑡)[𝑟𝑆1(𝑡) − 𝑟𝑆2(𝑡)]



拉格朗日待定乘子法IV

𝑟𝑆2 𝑡 + ℎ = 2𝑟𝑆2 𝑡 − 𝑟𝑆2 𝑡 − ℎ + ℎ2 1 −
𝑚𝐶

𝑀
𝐹2 𝑡 −

ℎ2𝑚𝑐

𝑀
𝐹1

                     +ℎ2 𝑚𝑆

𝑀
𝐹𝐶 + 2ℎ2𝜆(𝑡)[𝑟𝑆1(𝑡) − 𝑟𝑆2(𝑡)]

• 将上面获得的两个表达式代入约束
𝑟𝑆1 − 𝑟𝑆2

2 − 𝑑2 = 0

• 获得关于𝜆的二次方程

• 求解即可得出所需的乘子

• 注意，在初始化时，0和h两个时刻的位置可以选的满足约束



不完全刚性分子
• 不完全刚性分子：（1）刚性片段；
                                           （2）片段之间的连接非刚性
• 之前的约束法不适合，会很复杂

• 可采用迭代法：
          粒子所受力：真实力F+约束力
          约束形式：𝜎𝑘 𝑅 = 0, 𝑘 = 1, ⋯ , 𝑀
          第一步，利用真实力：෤𝑟𝑖 𝑡 + ℎ = 2𝑟𝑖 𝑡 − 𝑟𝑖 𝑡 − ℎ + ℎ2𝐹𝑖

          第二步，利用约束力：𝑟𝑖 𝑡 + ℎ = ෤𝑟𝑖 𝑡 + ℎ − σ𝑘 𝜆𝑘∇𝑖𝜎𝑘

                           注意，此步中𝜆𝑘应采取迭代法，需先给一个初始值



不完全刚性分子II
• 每次迭代时，都应对迭代指标k做循环
• 在第ℓ步迭代时，对于第k个指标

             𝑟𝑖
𝑛𝑒𝑤 = 𝑟𝑖

𝑜𝑙𝑑 − ℎ2𝜆𝑘
ℓ

∇𝑖𝜎𝑘

• 迭代条件：约束近似为0

          𝜎𝑘
𝑛𝑒𝑤 = 𝜎𝑘

𝑜𝑙𝑑 − ℎ2𝜆𝑘
ℓ σ𝑖 ∇𝑖𝜎𝑘

𝑜𝑙𝑑∇𝑖𝜎𝑘 = 0
• 约束因子

              𝜆𝑘
ℓ

=
𝜎𝑘

𝑜𝑙𝑑

ℎ2 σ𝑖 ∇𝑖𝜎𝑘
𝑜𝑙𝑑∇𝑖𝜎𝑘



作业
• 考察下面一维中的两个粒子的运动方程

ሷ𝑥 + 25𝑥 = 0.2𝑦 + 2t
              ሷ𝑦 + 𝑦 = −0.2𝑥
        其中，x，y分别为两个粒子的坐标。
        请用Verlet算法求解此动力学方程组，条件如下：在𝑡 = 0时，
𝑥, 𝑦 = 0,0 , 𝑡 = ℎ时， 𝑥, 𝑦 = 0.1,0.05 ;需求解二者坐标至20h，
并画图；在求解时，分别考虑两种不同的h的取法（1）ℎ = 0.2; 
(2)ℎ = 1.


	幻灯片 1: 分子动力学模拟
	幻灯片 2:                              背景
	幻灯片 3:                              分子内相互作用
	幻灯片 4:                              不同自由度的区分
	幻灯片 5:                              刚性分子
	幻灯片 6:                              刚性分子II
	幻灯片 7:                         拉格朗日待定乘子法
	幻灯片 8:                         拉格朗日待定乘子法I
	幻灯片 9:                         拉格朗日待定乘子法II
	幻灯片 10:                         拉格朗日待定乘子法III
	幻灯片 11:                         拉格朗日待定乘子法IV
	幻灯片 12:                        不完全刚性分子
	幻灯片 13:                        不完全刚性分子II
	幻灯片 14:                        作业

